
Äîìàøíåå çàäàíèå �7
Óñëîâèå ôèíèòíîñòè îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ. Çàâèñèìîñòü ïåðèîäà äâèæåíèÿ îò ýíåðãèè.

Âàðèàíò 1

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = ẋ2 − (x + 1)(x − 2)(2x − 9)(x − 8). Íàéäèòå òî÷êè îñòàíîâêè
ñèñòåìû, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 0, ẋ(0) = −12. Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ñèñòåìû.

2. Ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U(x) = x2−4x4 (êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà mẋ2/2). Èçîáðàçèòå
ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò. Íàéäèòå óñëîâèÿ ôèíèòíîñòè è êà÷åñòâåííî îïèøèòå âîçìîæíûå òèïû äâèæåíèÿ.

3. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = 2x + 1/x. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû.

4.Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ch2 x(ẋ2−3). Íàéäèòå çàâèñèìîñòü ïåðèîäà ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ îò ýíåðãèè
ñèñòåìû.

5. Cèñòåìà, ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà êîòîðîé L = ẋ2 − x2, ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ýíåðãèåé E. Çàòåì ê ïîòåíöèàëü-
íîé ýíåðãèè äîáàâëÿåòñÿ ìàëàÿ ïîïðàâêà δU = αx5. Â ðåçóëüòàòå ïåðèîä êîëåáàíèé ñèñòåìû ìåíÿåòñÿ. Íàéäèòå
ýòî èçìåíåíèå, ñ÷èòàÿ åãî ìàëûì. Êàêèì äîëæíî áûòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α, ÷òîáû íàéäåííîå èçìåíåíèå äåé-
ñòâèòåëüíî áûëî ìàëûì?

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ2 − U(x), ãäå U(x) = th2(2x). Ñèñòåìà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ, åå ýíåðãèÿ
ðàâíà E = 1−ε, ãäå ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòè÷åñêîå
âûðàæåíèå äëÿ çàâèñèìîñòè ïåðèîäà êîëåáàíèé îò ε. Ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿþò ïîïðàâêó αU(x), ãäå
α ¿ 1 � åùå îäèí ìàëûé ïàðàìåòð. Íàéäèòå èçìåíåíèå ïåðèîäà êîëåáàíèé. Îáÿçàòåëüíî ëè îíî áóäåò ìàëûì?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîòåíöèàëå U(x) = 2x+3 sinx. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò.
Íàéäèòå ñïåêòð çíà÷åíèé ýíåðãèè, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî ôèíèòíîå äâèæåíèå. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ãðàôèê
çàâèñèìîñòè ïåðèîäà T îò ýíåðãèè E. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïåðèîäà, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæå-
íèå äëÿ T (E) âáëèçè ãðàíèö ëèíèé ñïåêòðà.

8. Ýâîëþöèÿ ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ïàðîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
{

ẋ = 2 + 3y − cosx,
ẏ = sin x.

Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò y(x). Óêàæèòå ôàçîâûå òðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ôèíèòíîìó äâè-
æåíèþ. Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé ìàëîé àìïëèòóäû.

9. ×àñòèöà ìàññîé m = 2, íàõîäÿùàÿñÿ âî âíåøíåì ïîëå, ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå ñ ïåðèîäîì
T (E) = 2. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè x < 0 ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà U(x < 0) = −2x. Íàéäèòå U(x) ïðè x > 0.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = ẋ2 cos2 x−U(x), ãäå U(x) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ. Íàéäèòå åå, çíàÿ
çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé ñèñòåìû îò ýíåðãèè T (E).

1



Äîìàøíåå çàäàíèå �7
Óñëîâèå ôèíèòíîñòè îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ. Çàâèñèìîñòü ïåðèîäà äâèæåíèÿ îò ýíåðãèè.

Âàðèàíò 2

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = 2ẋ2 − (x− 1)(x− 3)(x− 6). Íàéäèòå òî÷êè îñòàíîâêè ñèñòåìû,
åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 0, ẋ(0) = −3. Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ñèñòåìû.

2. Ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U(x) = 2x2+3x3 (êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà mẋ2/2). Èçîáðàçèòå
ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò. Íàéäèòå óñëîâèÿ ôèíèòíîñòè è êà÷åñòâåííî îïèøèòå âîçìîæíûå òèïû äâèæåíèÿ.

3. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = x2 + 3/x2. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = x5ẋ2 − x7. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü ïåðèîäà ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ îò ýíåðãèè
ñèñòåìû.

5. Cèñòåìà, ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà êîòîðîé L = ẋ2 − x2, ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ýíåðãèåé E. Çàòåì ê ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿåòñÿ ìàëàÿ ïîïðàâêà δU = α(2x + x2). Â ðåçóëüòàòå ïåðèîä êîëåáàíèé ñèñòåìû ìåíÿåòñÿ.
Íàéäèòå ýòî èçìåíåíèå, ñ÷èòàÿ åãî ìàëûì. Êàêèì äîëæíî áûòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α, ÷òîáû íàéäåííîå èçìåíåíèå
äåéñòâèòåëüíî áûëî ìàëûì?

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ2 − U(x), ãäå U(x) = 3 sin(2x). Ñèñòåìà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ, åå ýíåðãèÿ
ðàâíà E = 3−ε, ãäå ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòè÷åñêîå
âûðàæåíèå äëÿ çàâèñèìîñòè ïåðèîäà êîëåáàíèé îò ε. Ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿþò ïîïðàâêó αU(x), ãäå
α ¿ 1 � åùå îäèí ìàëûé ïàðàìåòð. Íàéäèòå èçìåíåíèå ïåðèîäà êîëåáàíèé. Îáÿçàòåëüíî ëè îíî áóäåò ìàëûì?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîòåíöèàëå U(x) = 2x − 5 sin 3x. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé
ïîðòðåò. Íàéäèòå ñïåêòð çíà÷åíèé ýíåðãèè, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî ôèíèòíîå äâèæåíèå. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî
ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïåðèîäà T îò ýíåðãèè E. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïåðèîäà, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêîå
âûðàæåíèå äëÿ T (E) âáëèçè ãðàíèö ëèíèé ñïåêòðà.

8. Ýâîëþöèÿ ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ïàðîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
{

ẋ = 4− 3y − 2 cos x,
ẏ = 2 sinx.

Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò y(x). Óêàæèòå ôàçîâûå òðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ôèíèòíîìó äâè-
æåíèþ. Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé ìàëîé àìïëèòóäû.

9. ×àñòèöà ìàññîé m = 2, íàõîäÿùàÿñÿ âî âíåøíåì ïîëå, ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå ñ ïåðèîäîì
T (E) = 5

√
E. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè x < 0 ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà U(x < 0) = −2x. Íàéäèòå U(x) ïðè x > 0.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = ẋ2 sin2 x− U(x), ãäå U(x) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ. Íàéäèòå åå, çíàÿ
çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé ñèñòåìû îò ýíåðãèè T (E).
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Äîìàøíåå çàäàíèå �7
Óñëîâèå ôèíèòíîñòè îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ. Çàâèñèìîñòü ïåðèîäà äâèæåíèÿ îò ýíåðãèè.

Âàðèàíò 3

1.Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = 3ẋ2−2 sinx. Íàéäèòå òî÷êè îñòàíîâêè ñèñòåìû, åñëè â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 5, ẋ(0) = −0.1. Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ñèñòåìû.

2. Ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U(x) = 3 sin(2x − 3) (êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà mẋ2/2). Èçîá-
ðàçèòå ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò. Íàéäèòå óñëîâèÿ ôèíèòíîñòè è êà÷åñòâåííî îïèøèòå âîçìîæíûå òèïû
äâèæåíèÿ.

3. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = 2x6. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå ïåðèîä
äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = e2x(ẋ2−4). Íàéäèòå çàâèñèìîñòü ïåðèîäà ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ îò ýíåðãèè
ñèñòåìû.

5. Cèñòåìà, ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà êîòîðîé L = ẋ2 − x2, ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ýíåðãèåé E. Çàòåì ê ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿåòñÿ ìàëàÿ ïîïðàâêà δU = α

√
1− 4x2. Â ðåçóëüòàòå ïåðèîä êîëåáàíèé ñèñòåìû ìåíÿåòñÿ.

Íàéäèòå ýòî èçìåíåíèå, ñ÷èòàÿ åãî ìàëûì. Êàêèì äîëæíî áûòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α, ÷òîáû íàéäåííîå èçìåíåíèå
äåéñòâèòåëüíî áûëî ìàëûì?

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ2 − U(x), ãäå U(x) = e−2x − 3e−x + 3. Ñèñòåìà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ, åå
ýíåðãèÿ ðàâíà E = 3−ε, ãäå ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò. Ïîëó÷èòå àñèìï-
òîòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ çàâèñèìîñòè ïåðèîäà êîëåáàíèé îò ε. Ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿþò ïîïðàâêó
αU(x), ãäå α ¿ 1 � åùå îäèí ìàëûé ïàðàìåòð. Íàéäèòå èçìåíåíèå ïåðèîäà êîëåáàíèé. Îáÿçàòåëüíî ëè îíî áóäåò
ìàëûì?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîòåíöèàëå U(x) = −2x + 3 cosx. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé
ïîðòðåò. Íàéäèòå ñïåêòð çíà÷åíèé ýíåðãèè, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî ôèíèòíîå äâèæåíèå. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî
ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïåðèîäà T îò ýíåðãèè E. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïåðèîäà, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêîå
âûðàæåíèå äëÿ T (E) âáëèçè ãðàíèö ëèíèé ñïåêòðà.

8. Ýâîëþöèÿ ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ïàðîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
{

ẋ = 1− 3y − sinx,
ẏ = cosx.

Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò y(x). Óêàæèòå ôàçîâûå òðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ôèíèòíîìó äâè-
æåíèþ. Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé ìàëîé àìïëèòóäû.

9. ×àñòèöà ìàññîé m = 2, íàõîäÿùàÿñÿ âî âíåøíåì ïîëå, ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå ñ ïåðèîäîì
T (E) = 3E. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè x < 0 ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà U(x < 0) = −2x. Íàéäèòå U(x) ïðè x > 0.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = 2ẋ2 cos2 x−U(x), ãäå U(x) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ. Íàéäèòå åå, çíàÿ
çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé ñèñòåìû îò ýíåðãèè T (E).
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Äîìàøíåå çàäàíèå �7
Óñëîâèå ôèíèòíîñòè îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ. Çàâèñèìîñòü ïåðèîäà äâèæåíèÿ îò ýíåðãèè.

Âàðèàíò 4

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = 2ẋ2−3 tg x. Íàéäèòå òî÷êè îñòàíîâêè ñèñòåìû, åñëè â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 10, ẋ(0) = −1. Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ñèñòåìû.

2. Ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U(x) = 2x2−5x5 (êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà mẋ2/2). Èçîáðàçèòå
ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò. Íàéäèòå óñëîâèÿ ôèíèòíîñòè è êà÷åñòâåííî îïèøèòå âîçìîæíûå òèïû äâèæåíèÿ.

3. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = tg2 2x. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 9ẋ2/x − x − 4/x. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü ïåðèîäà ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ îò
ýíåðãèè ñèñòåìû.

5. Cèñòåìà, ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà êîòîðîé L = ẋ2 − x2, ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ýíåðãèåé E. Çàòåì ê ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿåòñÿ ìàëàÿ ïîïðàâêà δU = α/(x − 2). Â ðåçóëüòàòå ïåðèîä êîëåáàíèé ñèñòåìû ìåíÿåòñÿ.
Íàéäèòå ýòî èçìåíåíèå, ñ÷èòàÿ åãî ìàëûì. Êàêèì äîëæíî áûòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α, ÷òîáû íàéäåííîå èçìåíåíèå
äåéñòâèòåëüíî áûëî ìàëûì?

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ2 − U(x), ãäå U(x) = 2 th2(3x). Ñèñòåìà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ, åå ýíåðãèÿ
ðàâíà E = 2−ε, ãäå ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòè÷åñêîå
âûðàæåíèå äëÿ çàâèñèìîñòè ïåðèîäà êîëåáàíèé îò ε. Ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿþò ïîïðàâêó αU(x), ãäå
α ¿ 1 � åùå îäèí ìàëûé ïàðàìåòð. Íàéäèòå èçìåíåíèå ïåðèîäà êîëåáàíèé. Îáÿçàòåëüíî ëè îíî áóäåò ìàëûì?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîòåíöèàëå U(x) = −2x + 4 sinx. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé
ïîðòðåò. Íàéäèòå ñïåêòð çíà÷åíèé ýíåðãèè, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî ôèíèòíîå äâèæåíèå. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî
ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïåðèîäà T îò ýíåðãèè E. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïåðèîäà, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêîå
âûðàæåíèå äëÿ T (E) âáëèçè ãðàíèö ëèíèé ñïåêòðà.

8. Ýâîëþöèÿ ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ïàðîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
{

ẋ = 2 + 3y − 2 sin x,
ẏ = 2 cosx.

Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò y(x). Óêàæèòå ôàçîâûå òðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ôèíèòíîìó äâè-
æåíèþ. Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé ìàëîé àìïëèòóäû.

9. ×àñòèöà ìàññîé m = 2, íàõîäÿùàÿñÿ âî âíåøíåì ïîëå, ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå ñ ïåðèîäîì
T (E) = 4E

√
E. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè x < 0 ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà U(x < 0) = −2x. Íàéäèòå U(x) ïðè x > 0.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = ẋ2 cos2 x−U(x), ãäå U(x) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ. Íàéäèòå åå, çíàÿ
çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé ñèñòåìû îò ýíåðãèè T (E).
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Äîìàøíåå çàäàíèå �7
Óñëîâèå ôèíèòíîñòè îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ. Çàâèñèìîñòü ïåðèîäà äâèæåíèÿ îò ýíåðãèè.

Âàðèàíò 5

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = 2ẋ2 − 1/ sin2 x. Íàéäèòå òî÷êè îñòàíîâêè ñèñòåìû, åñëè â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 5, ẋ(0) = −2. Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ñèñòåìû.

2. Ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U(x) = 2x2−6x4 (êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà mẋ2/2). Èçîáðàçèòå
ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò. Íàéäèòå óñëîâèÿ ôèíèòíîñòè è êà÷åñòâåííî îïèøèòå âîçìîæíûå òèïû äâèæåíèÿ.

3. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = th2 3x. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = xẋ2 − x − 4x2. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü ïåðèîäà ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ îò
ýíåðãèè ñèñòåìû.

5. Cèñòåìà, ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà êîòîðîé L = ẋ2 − x2, ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ýíåðãèåé E. Çàòåì ê ïîòåíöèàëü-
íîé ýíåðãèè äîáàâëÿåòñÿ ìàëàÿ ïîïðàâêà δU = αx7. Â ðåçóëüòàòå ïåðèîä êîëåáàíèé ñèñòåìû ìåíÿåòñÿ. Íàéäèòå
ýòî èçìåíåíèå, ñ÷èòàÿ åãî ìàëûì. Êàêèì äîëæíî áûòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α, ÷òîáû íàéäåííîå èçìåíåíèå äåé-
ñòâèòåëüíî áûëî ìàëûì?

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ2 − U(x), ãäå U(x) = 2 cos(2x). Ñèñòåìà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ, åå ýíåðãèÿ
ðàâíà E = 2−ε, ãäå ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòè÷åñêîå
âûðàæåíèå äëÿ çàâèñèìîñòè ïåðèîäà êîëåáàíèé îò ε. Ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿþò ïîïðàâêó αU(x), ãäå
α ¿ 1 � åùå îäèí ìàëûé ïàðàìåòð. Íàéäèòå èçìåíåíèå ïåðèîäà êîëåáàíèé. Îáÿçàòåëüíî ëè îíî áóäåò ìàëûì?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîòåíöèàëå U(x) = x + 3 cosx. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò.
Íàéäèòå ñïåêòð çíà÷åíèé ýíåðãèè, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî ôèíèòíîå äâèæåíèå. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ãðàôèê
çàâèñèìîñòè ïåðèîäà T îò ýíåðãèè E. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïåðèîäà, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæå-
íèå äëÿ T (E) âáëèçè ãðàíèö ëèíèé ñïåêòðà.

8. Ýâîëþöèÿ ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ïàðîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
{

ẋ = −1 + 3y − sinx,
ẏ = cosx.

Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò y(x). Óêàæèòå ôàçîâûå òðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ôèíèòíîìó äâè-
æåíèþ. Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé ìàëîé àìïëèòóäû.

9. ×àñòèöà ìàññîé m = 2, íàõîäÿùàÿñÿ âî âíåøíåì ïîëå, ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå ñ ïåðèîäîì
T (E) = 6E2. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè x < 0 ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà U(x < 0) = −2x. Íàéäèòå U(x) ïðè x > 0.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = ẋ2 sin2 x− U(x), ãäå U(x) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ. Íàéäèòå åå, çíàÿ
çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé ñèñòåìû îò ýíåðãèè T (E).
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Äîìàøíåå çàäàíèå �7
Óñëîâèå ôèíèòíîñòè îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ. Çàâèñèìîñòü ïåðèîäà äâèæåíèÿ îò ýíåðãèè.

Âàðèàíò 6

1.Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = 2xẋ2−x2+4. Íàéäèòå òî÷êè îñòàíîâêè ñèñòåìû, åñëè â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 1, ẋ(0) = −2. Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ñèñòåìû.

2. Ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U(x) = 3x2−x3 (êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà mẋ2/2). Èçîáðàçèòå
ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò. Íàéäèòå óñëîâèÿ ôèíèòíîñòè è êà÷åñòâåííî îïèøèòå âîçìîæíûå òèïû äâèæåíèÿ.

3. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = 2x + 3/x. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 4 cos2 x(2ẋ2 − 1). Íàéäèòå çàâèñèìîñòü ïåðèîäà ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ îò
ýíåðãèè ñèñòåìû.

5. Cèñòåìà, ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà êîòîðîé L = ẋ2 − x2, ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ýíåðãèåé E. Çàòåì ê ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿåòñÿ ìàëàÿ ïîïðàâêà δU = α(2x− 3x2). Â ðåçóëüòàòå ïåðèîä êîëåáàíèé ñèñòåìû ìåíÿåòñÿ.
Íàéäèòå ýòî èçìåíåíèå, ñ÷èòàÿ åãî ìàëûì. Êàêèì äîëæíî áûòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α, ÷òîáû íàéäåííîå èçìåíåíèå
äåéñòâèòåëüíî áûëî ìàëûì?

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ2 − U(x), ãäå U(x) = e−4x − 3e−2x + 2. Ñèñòåìà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ, åå
ýíåðãèÿ ðàâíà E = 2−ε, ãäå ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò. Ïîëó÷èòå àñèìï-
òîòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ çàâèñèìîñòè ïåðèîäà êîëåáàíèé îò ε. Ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿþò ïîïðàâêó
αU(x), ãäå α ¿ 1 � åùå îäèí ìàëûé ïàðàìåòð. Íàéäèòå èçìåíåíèå ïåðèîäà êîëåáàíèé. Îáÿçàòåëüíî ëè îíî áóäåò
ìàëûì?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîòåíöèàëå U(x) = x+5 cos 2x. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò.
Íàéäèòå ñïåêòð çíà÷åíèé ýíåðãèè, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî ôèíèòíîå äâèæåíèå. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ãðàôèê
çàâèñèìîñòè ïåðèîäà T îò ýíåðãèè E. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïåðèîäà, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæå-
íèå äëÿ T (E) âáëèçè ãðàíèö ëèíèé ñïåêòðà.

8. Ýâîëþöèÿ ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ïàðîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
{

ẋ = 2− 3y + cosx,
ẏ = − sinx.

Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò y(x). Óêàæèòå ôàçîâûå òðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ôèíèòíîìó äâè-
æåíèþ. Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé ìàëîé àìïëèòóäû.

9. ×àñòèöà ìàññîé m = 2, íàõîäÿùàÿñÿ âî âíåøíåì ïîëå, ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå ñ ïåðèîäîì
T (E) = 7. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè x < 0 ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà U(x < 0) = −2x. Íàéäèòå U(x) ïðè x > 0.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = 4(x2 + x4)ẋ2 − U(x), ãäå U(x) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ. Íàéäèòå åå,
çíàÿ çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé ñèñòåìû îò ýíåðãèè T (E).
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Äîìàøíåå çàäàíèå �7
Óñëîâèå ôèíèòíîñòè îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ. Çàâèñèìîñòü ïåðèîäà äâèæåíèÿ îò ýíåðãèè.

Âàðèàíò 7

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = 2ẋ2 − (x + 1)(x − 4)(2x − 9)(x − 8). Íàéäèòå òî÷êè îñòàíîâêè
ñèñòåìû, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 0, ẋ(0) = 12. Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ñèñòåìû.

2. Ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U(x) = 4 cos(2x + π) (êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà mẋ2/2). Èçîá-
ðàçèòå ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò. Íàéäèòå óñëîâèÿ ôèíèòíîñòè è êà÷åñòâåííî îïèøèòå âîçìîæíûå òèïû
äâèæåíèÿ.

3. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = x2 − 4/x2. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 4x7ẋ2−x7. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü ïåðèîäà ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ îò ýíåðãèè
ñèñòåìû.

5. Cèñòåìà, ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà êîòîðîé L = ẋ2 − x2, ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ýíåðãèåé E. Çàòåì ê ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿåòñÿ ìàëàÿ ïîïðàâêà δU = α

√
1− 9x2. Â ðåçóëüòàòå ïåðèîä êîëåáàíèé ñèñòåìû ìåíÿåòñÿ.

Íàéäèòå ýòî èçìåíåíèå, ñ÷èòàÿ åãî ìàëûì. Êàêèì äîëæíî áûòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α, ÷òîáû íàéäåííîå èçìåíåíèå
äåéñòâèòåëüíî áûëî ìàëûì?

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ2 − U(x), ãäå U(x) = 3 th2 x. Ñèñòåìà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ, åå ýíåðãèÿ
ðàâíà E = 3−ε, ãäå ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòè÷åñêîå
âûðàæåíèå äëÿ çàâèñèìîñòè ïåðèîäà êîëåáàíèé îò ε. Ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿþò ïîïðàâêó αU(x), ãäå
α ¿ 1 � åùå îäèí ìàëûé ïàðàìåòð. Íàéäèòå èçìåíåíèå ïåðèîäà êîëåáàíèé. Îáÿçàòåëüíî ëè îíî áóäåò ìàëûì?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîòåíöèàëå U(x) = −4x + 8 cosx. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé
ïîðòðåò. Íàéäèòå ñïåêòð çíà÷åíèé ýíåðãèè, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî ôèíèòíîå äâèæåíèå. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî
ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïåðèîäà T îò ýíåðãèè E. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïåðèîäà, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêîå
âûðàæåíèå äëÿ T (E) âáëèçè ãðàíèö ëèíèé ñïåêòðà.

8. Ýâîëþöèÿ ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ïàðîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
{

ẋ = −2− 3y + cosx,
ẏ = sinx.

Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò y(x). Óêàæèòå ôàçîâûå òðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ôèíèòíîìó äâè-
æåíèþ. Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé ìàëîé àìïëèòóäû.

9. ×àñòèöà ìàññîé m = 2, íàõîäÿùàÿñÿ âî âíåøíåì ïîëå, ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå ñ ïåðèîäîì
T (E) = 4

√
E. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè x < 0 ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà U(x < 0) = −2x. Íàéäèòå U(x) ïðè x > 0.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = 4x6ẋ2 − U(x), ãäå U(x) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ. Íàéäèòå åå, çíàÿ
çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé ñèñòåìû îò ýíåðãèè T (E).
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Äîìàøíåå çàäàíèå �7
Óñëîâèå ôèíèòíîñòè îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ. Çàâèñèìîñòü ïåðèîäà äâèæåíèÿ îò ýíåðãèè.

Âàðèàíò 8

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = (2 − x)2ẋ2 − 2(x − 1)(x − 3)(x − 6). Íàéäèòå òî÷êè îñòàíîâêè
ñèñòåìû, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 0, ẋ(0) = 3. Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ñèñòåìû.

2. Ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U(x) = 4x2+3x5 (êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà mẋ2/2). Èçîáðàçèòå
ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò. Íàéäèòå óñëîâèÿ ôèíèòíîñòè è êà÷åñòâåííî îïèøèòå âîçìîæíûå òèïû äâèæåíèÿ.

3. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = 5x8. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå ïåðèîä
äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 9ex(ẋ2−1). Íàéäèòå çàâèñèìîñòü ïåðèîäà ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ îò ýíåðãèè
ñèñòåìû.

5. Cèñòåìà, ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà êîòîðîé L = ẋ2 − x2, ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ýíåðãèåé E. Çàòåì ê ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿåòñÿ ìàëàÿ ïîïðàâêà δU = α/(2x + 1). Â ðåçóëüòàòå ïåðèîä êîëåáàíèé ñèñòåìû ìåíÿåòñÿ.
Íàéäèòå ýòî èçìåíåíèå, ñ÷èòàÿ åãî ìàëûì. Êàêèì äîëæíî áûòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α, ÷òîáû íàéäåííîå èçìåíåíèå
äåéñòâèòåëüíî áûëî ìàëûì?

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ2 − U(x), ãäå U(x) = 4 sin(3x). Ñèñòåìà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ, åå ýíåðãèÿ
ðàâíà E = 4−ε, ãäå ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòè÷åñêîå
âûðàæåíèå äëÿ çàâèñèìîñòè ïåðèîäà êîëåáàíèé îò ε. Ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿþò ïîïðàâêó αU(x), ãäå
α ¿ 1 � åùå îäèí ìàëûé ïàðàìåòð. Íàéäèòå èçìåíåíèå ïåðèîäà êîëåáàíèé. Îáÿçàòåëüíî ëè îíî áóäåò ìàëûì?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîòåíöèàëå U(x) = −0.5x + 3 sin 3x. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé
ïîðòðåò. Íàéäèòå ñïåêòð çíà÷åíèé ýíåðãèè, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî ôèíèòíîå äâèæåíèå. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî
ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïåðèîäà T îò ýíåðãèè E. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïåðèîäà, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêîå
âûðàæåíèå äëÿ T (E) âáëèçè ãðàíèö ëèíèé ñïåêòðà.

8. Ýâîëþöèÿ ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ïàðîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
{

ẋ = 2− 3y + 2 cosx,
ẏ = 2 sinx.

Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò y(x). Óêàæèòå ôàçîâûå òðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ôèíèòíîìó äâè-
æåíèþ. Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé ìàëîé àìïëèòóäû.

9. ×àñòèöà ìàññîé m = 2, íàõîäÿùàÿñÿ âî âíåøíåì ïîëå, ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå ñ ïåðèîäîì
T (E) = 6E. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè x < 0 ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà U(x < 0) = −2x. Íàéäèòå U(x) ïðè x > 0.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = 8ẋ2 sin2 x−U(x), ãäå U(x) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ. Íàéäèòå åå, çíàÿ
çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé ñèñòåìû îò ýíåðãèè T (E).
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Äîìàøíåå çàäàíèå �7
Óñëîâèå ôèíèòíîñòè îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ. Çàâèñèìîñòü ïåðèîäà äâèæåíèÿ îò ýíåðãèè.

Âàðèàíò 9

1.Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = 4ẋ2+5 sinx. Íàéäèòå òî÷êè îñòàíîâêè ñèñòåìû, åñëè â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 1, ẋ(0) = −0.1. Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ñèñòåìû.

2. Ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U(x) = 3x2−x4 (êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà mẋ2/2). Èçîáðàçèòå
ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò. Íàéäèòå óñëîâèÿ ôèíèòíîñòè è êà÷åñòâåííî îïèøèòå âîçìîæíûå òèïû äâèæåíèÿ.

3. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = tg2 3x. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ2/x − 2x − 6/x. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü ïåðèîäà ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ îò
ýíåðãèè ñèñòåìû.

5. Cèñòåìà, ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà êîòîðîé L = ẋ2 − x2, ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ýíåðãèåé E. Çàòåì ê ïîòåíöèàëü-
íîé ýíåðãèè äîáàâëÿåòñÿ ìàëàÿ ïîïðàâêà δU = αx6. Â ðåçóëüòàòå ïåðèîä êîëåáàíèé ñèñòåìû ìåíÿåòñÿ. Íàéäèòå
ýòî èçìåíåíèå, ñ÷èòàÿ åãî ìàëûì. Êàêèì äîëæíî áûòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α, ÷òîáû íàéäåííîå èçìåíåíèå äåé-
ñòâèòåëüíî áûëî ìàëûì?

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ2 − U(x), ãäå U(x) = e−x − 3e−x/2 + 1. Ñèñòåìà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ, åå
ýíåðãèÿ ðàâíà E = 1−ε, ãäå ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò. Ïîëó÷èòå àñèìï-
òîòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ çàâèñèìîñòè ïåðèîäà êîëåáàíèé îò ε. Ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿþò ïîïðàâêó
αU(x), ãäå α ¿ 1 � åùå îäèí ìàëûé ïàðàìåòð. Íàéäèòå èçìåíåíèå ïåðèîäà êîëåáàíèé. Îáÿçàòåëüíî ëè îíî áóäåò
ìàëûì?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîòåíöèàëå U(x) = −0.5x + 3 sin 2x. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé
ïîðòðåò. Íàéäèòå ñïåêòð çíà÷åíèé ýíåðãèè, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî ôèíèòíîå äâèæåíèå. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî
ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïåðèîäà T îò ýíåðãèè E. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïåðèîäà, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêîå
âûðàæåíèå äëÿ T (E) âáëèçè ãðàíèö ëèíèé ñïåêòðà.

8. Ýâîëþöèÿ ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ïàðîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
{

ẋ = −2 + 3y − sinx,
ẏ = cosx.

Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò y(x). Óêàæèòå ôàçîâûå òðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ôèíèòíîìó äâè-
æåíèþ. Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé ìàëîé àìïëèòóäû.

9. ×àñòèöà ìàññîé m = 2, íàõîäÿùàÿñÿ âî âíåøíåì ïîëå, ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå ñ ïåðèîäîì
T (E) = 4E

√
E. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè x < 0 ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà U(x < 0) = −2x. Íàéäèòå U(x) ïðè x > 0.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = 10ẋ2 cosx−U(x), ãäå U(x) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ. Íàéäèòå åå, çíàÿ
çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé ñèñòåìû îò ýíåðãèè T (E).
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Äîìàøíåå çàäàíèå �7
Óñëîâèå ôèíèòíîñòè îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ. Çàâèñèìîñòü ïåðèîäà äâèæåíèÿ îò ýíåðãèè.

Âàðèàíò 10

1.Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = 2ẋ2+7 ctg x. Íàéäèòå òî÷êè îñòàíîâêè ñèñòåìû, åñëè â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè x(0) = −10, ẋ(0) = 3. Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ñèñòåìû.

2. Ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U(x) = 2x2+5x3 (êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà mẋ2/2). Èçîáðàçèòå
ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò. Íàéäèòå óñëîâèÿ ôèíèòíîñòè è êà÷åñòâåííî îïèøèòå âîçìîæíûå òèïû äâèæåíèÿ.

3. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = cth2 4x. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 4xẋ2 − 9x − x2. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü ïåðèîäà ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ îò
ýíåðãèè ñèñòåìû.

5. Cèñòåìà, ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà êîòîðîé L = ẋ2 − x2, ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ýíåðãèåé E. Çàòåì ê ïîòåíöèàëü-
íîé ýíåðãèè äîáàâëÿåòñÿ ìàëàÿ ïîïðàâêà δU = α(−x + 2x2). Â ðåçóëüòàòå ïåðèîä êîëåáàíèé ñèñòåìû ìåíÿåòñÿ.
Íàéäèòå ýòî èçìåíåíèå, ñ÷èòàÿ åãî ìàëûì. Êàêèì äîëæíî áûòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α, ÷òîáû íàéäåííîå èçìåíåíèå
äåéñòâèòåëüíî áûëî ìàëûì?

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ2 − U(x), ãäå U(x) = 4 th2(2x). Ñèñòåìà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ, åå ýíåðãèÿ
ðàâíà E = 4−ε, ãäå ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòè÷åñêîå
âûðàæåíèå äëÿ çàâèñèìîñòè ïåðèîäà êîëåáàíèé îò ε. Ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿþò ïîïðàâêó αU(x), ãäå
α ¿ 1 � åùå îäèí ìàëûé ïàðàìåòð. Íàéäèòå èçìåíåíèå ïåðèîäà êîëåáàíèé. Îáÿçàòåëüíî ëè îíî áóäåò ìàëûì?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîòåíöèàëå U(x) = x−4 cos 4x. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò.
Íàéäèòå ñïåêòð çíà÷åíèé ýíåðãèè, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî ôèíèòíîå äâèæåíèå. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ãðàôèê
çàâèñèìîñòè ïåðèîäà T îò ýíåðãèè E. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïåðèîäà, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæå-
íèå äëÿ T (E) âáëèçè ãðàíèö ëèíèé ñïåêòðà.

8. Ýâîëþöèÿ ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ïàðîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
{

ẋ = 2− 4y − 3 cos x,
ẏ = 3 sinx.

Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò y(x). Óêàæèòå ôàçîâûå òðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ôèíèòíîìó äâè-
æåíèþ. Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé ìàëîé àìïëèòóäû.

9. ×àñòèöà ìàññîé m = 2, íàõîäÿùàÿñÿ âî âíåøíåì ïîëå, ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå ñ ïåðèîäîì
T (E) = E2. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè x < 0 ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà U(x < 0) = −2x. Íàéäèòå U(x) ïðè x > 0.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = 8x10ẋ2 − U(x), ãäå U(x) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ. Íàéäèòå åå, çíàÿ
çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé ñèñòåìû îò ýíåðãèè T (E).
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Äîìàøíåå çàäàíèå �7
Óñëîâèå ôèíèòíîñòè îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ. Çàâèñèìîñòü ïåðèîäà äâèæåíèÿ îò ýíåðãèè.

Âàðèàíò 11

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = 2ẋ2 − 4/ sin2 x. Íàéäèòå òî÷êè îñòàíîâêè ñèñòåìû, åñëè â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = −10, ẋ(0) = −1. Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ñèñòåìû.

2. Ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U(x) = −3 sin(3x + 1) (êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà mẋ2/2). Èçîá-
ðàçèòå ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò. Íàéäèòå óñëîâèÿ ôèíèòíîñòè è êà÷åñòâåííî îïèøèòå âîçìîæíûå òèïû
äâèæåíèÿ.

3. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = −x− 5/x. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = sin2 x(4ẋ2 − 1). Íàéäèòå çàâèñèìîñòü ïåðèîäà ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ îò
ýíåðãèè ñèñòåìû.

5. Cèñòåìà, ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà êîòîðîé L = ẋ2 − x2, ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ýíåðãèåé E. Çàòåì ê ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿåòñÿ ìàëàÿ ïîïðàâêà δU = α

√
1− 16x2. Â ðåçóëüòàòå ïåðèîä êîëåáàíèé ñèñòåìû ìåíÿåòñÿ.

Íàéäèòå ýòî èçìåíåíèå, ñ÷èòàÿ åãî ìàëûì. Êàêèì äîëæíî áûòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α, ÷òîáû íàéäåííîå èçìåíåíèå
äåéñòâèòåëüíî áûëî ìàëûì?

6.Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ2−U(x), ãäå U(x) = 5 sin(2x+2). Ñèñòåìà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ, åå ýíåðãèÿ
ðàâíà E = 5−ε, ãäå ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòè÷åñêîå
âûðàæåíèå äëÿ çàâèñèìîñòè ïåðèîäà êîëåáàíèé îò ε. Ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿþò ïîïðàâêó αU(x), ãäå
α ¿ 1 � åùå îäèí ìàëûé ïàðàìåòð. Íàéäèòå èçìåíåíèå ïåðèîäà êîëåáàíèé. Îáÿçàòåëüíî ëè îíî áóäåò ìàëûì?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîòåíöèàëå U(x) = −2x + 5 sinx. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé
ïîðòðåò. Íàéäèòå ñïåêòð çíà÷åíèé ýíåðãèè, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî ôèíèòíîå äâèæåíèå. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî
ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïåðèîäà T îò ýíåðãèè E. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïåðèîäà, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêîå
âûðàæåíèå äëÿ T (E) âáëèçè ãðàíèö ëèíèé ñïåêòðà.

8. Ýâîëþöèÿ ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ïàðîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
{

ẋ = −2− 3y − cosx,
ẏ = sinx.

Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò y(x). Óêàæèòå ôàçîâûå òðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ôèíèòíîìó äâè-
æåíèþ. Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé ìàëîé àìïëèòóäû.

9. ×àñòèöà ìàññîé m = 2, íàõîäÿùàÿñÿ âî âíåøíåì ïîëå, ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå ñ ïåðèîäîì
T (E) = E

√
E. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè x < 0 ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà U(x < 0) = −2x. Íàéäèòå U(x) ïðè x > 0.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = 6x6ẋ2 − U(x), ãäå U(x) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ. Íàéäèòå åå, çíàÿ
çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé ñèñòåìû îò ýíåðãèè T (E).
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Äîìàøíåå çàäàíèå �7
Óñëîâèå ôèíèòíîñòè îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ. Çàâèñèìîñòü ïåðèîäà äâèæåíèÿ îò ýíåðãèè.

Âàðèàíò 12

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = 2xẋ2 − 2x2 + 3. Íàéäèòå òî÷êè îñòàíîâêè ñèñòåìû, åñëè â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 1, ẋ(0) = −3. Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ñèñòåìû.

2. Ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U(x) = x2−8x5 (êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà mẋ2/2). Èçîáðàçèòå
ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò. Íàéäèòå óñëîâèÿ ôèíèòíîñòè è êà÷åñòâåííî îïèøèòå âîçìîæíûå òèïû äâèæåíèÿ.

3. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = 2x2− 8/x2. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = x7ẋ2 − x9. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü ïåðèîäà ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ îò ýíåðãèè
ñèñòåìû.

5. Cèñòåìà, ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà êîòîðîé L = ẋ2 − x2, ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ýíåðãèåé E. Çàòåì ê ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿåòñÿ ìàëàÿ ïîïðàâêà δU = α/(4x− 3). Â ðåçóëüòàòå ïåðèîä êîëåáàíèé ñèñòåìû ìåíÿåòñÿ.
Íàéäèòå ýòî èçìåíåíèå, ñ÷èòàÿ åãî ìàëûì. Êàêèì äîëæíî áûòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α, ÷òîáû íàéäåííîå èçìåíåíèå
äåéñòâèòåëüíî áûëî ìàëûì?

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ2 − U(x), ãäå U(x) = e−6x − 3e−3x − 4. Ñèñòåìà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ,
åå ýíåðãèÿ ðàâíà E = −4 − ε, ãäå ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò. Ïîëó÷èòå
àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ çàâèñèìîñòè ïåðèîäà êîëåáàíèé îò ε. Ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿþò ïî-
ïðàâêó αU(x), ãäå α ¿ 1 � åùå îäèí ìàëûé ïàðàìåòð. Íàéäèòå èçìåíåíèå ïåðèîäà êîëåáàíèé. Îáÿçàòåëüíî ëè îíî
áóäåò ìàëûì?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîòåíöèàëå U(x) = −2x − 3 sinx. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé
ïîðòðåò. Íàéäèòå ñïåêòð çíà÷åíèé ýíåðãèè, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî ôèíèòíîå äâèæåíèå. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî
ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïåðèîäà T îò ýíåðãèè E. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïåðèîäà, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêîå
âûðàæåíèå äëÿ T (E) âáëèçè ãðàíèö ëèíèé ñïåêòðà.

8. Ýâîëþöèÿ ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ïàðîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
{

ẋ = 5 + 3y + 2 cosx,
ẏ = 2 sinx.

Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò y(x). Óêàæèòå ôàçîâûå òðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ôèíèòíîìó äâè-
æåíèþ. Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé ìàëîé àìïëèòóäû.

9. ×àñòèöà ìàññîé m = 2, íàõîäÿùàÿñÿ âî âíåøíåì ïîëå, ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå ñ ïåðèîäîì
T (E) = E. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè x < 0 ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà U(x < 0) = −2x. Íàéäèòå U(x) ïðè x > 0.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = (1+x2)ẋ2−U(x), ãäå U(x) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ. Íàéäèòå åå, çíàÿ
çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé ñèñòåìû îò ýíåðãèè T (E).
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Äîìàøíåå çàäàíèå �7
Óñëîâèå ôèíèòíîñòè îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ. Çàâèñèìîñòü ïåðèîäà äâèæåíèÿ îò ýíåðãèè.

Âàðèàíò 13

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = 3ẋ2 + (x + 3)(2 − x)(2x − 9)(x − 8). Íàéäèòå òî÷êè îñòàíîâêè
ñèñòåìû, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 0, ẋ(0) = 12. Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ñèñòåìû.

2. Ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U(x) = 2x2−2x4 (êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà mẋ2/2). Èçîáðàçèòå
ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò. Íàéäèòå óñëîâèÿ ôèíèòíîñòè è êà÷åñòâåííî îïèøèòå âîçìîæíûå òèïû äâèæåíèÿ.

3. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = 4x10. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = e3x(4ẋ2−1). Íàéäèòå çàâèñèìîñòü ïåðèîäà ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ îò ýíåðãèè
ñèñòåìû.

5. Cèñòåìà, ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà êîòîðîé L = ẋ2 − x2, ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ýíåðãèåé E. Çàòåì ê ïîòåíöèàëü-
íîé ýíåðãèè äîáàâëÿåòñÿ ìàëàÿ ïîïðàâêà δU = αx8. Â ðåçóëüòàòå ïåðèîä êîëåáàíèé ñèñòåìû ìåíÿåòñÿ. Íàéäèòå
ýòî èçìåíåíèå, ñ÷èòàÿ åãî ìàëûì. Êàêèì äîëæíî áûòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α, ÷òîáû íàéäåííîå èçìåíåíèå äåé-
ñòâèòåëüíî áûëî ìàëûì?

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ2 − U(x), ãäå U(x) = 5 th2(5x). Ñèñòåìà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ, åå ýíåðãèÿ
ðàâíà E = 5−ε, ãäå ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòè÷åñêîå
âûðàæåíèå äëÿ çàâèñèìîñòè ïåðèîäà êîëåáàíèé îò ε. Ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿþò ïîïðàâêó αU(x), ãäå
α ¿ 1 � åùå îäèí ìàëûé ïàðàìåòð. Íàéäèòå èçìåíåíèå ïåðèîäà êîëåáàíèé. Îáÿçàòåëüíî ëè îíî áóäåò ìàëûì?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîòåíöèàëå U(x) = −2x − 4 cosx. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé
ïîðòðåò. Íàéäèòå ñïåêòð çíà÷åíèé ýíåðãèè, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî ôèíèòíîå äâèæåíèå. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî
ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïåðèîäà T îò ýíåðãèè E. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïåðèîäà, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêîå
âûðàæåíèå äëÿ T (E) âáëèçè ãðàíèö ëèíèé ñïåêòðà.

8. Ýâîëþöèÿ ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ïàðîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
{

ẋ = 2 + 4y + cosx,
ẏ = −2 sin x.

Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò y(x). Óêàæèòå ôàçîâûå òðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ôèíèòíîìó äâè-
æåíèþ. Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé ìàëîé àìïëèòóäû.

9. ×àñòèöà ìàññîé m = 2, íàõîäÿùàÿñÿ âî âíåøíåì ïîëå, ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå ñ ïåðèîäîì
T (E) = 3

√
E. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè x < 0 ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà U(x < 0) = −2x. Íàéäèòå U(x) ïðè x > 0.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = 2x4ẋ2 − U(x), ãäå U(x) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ. Íàéäèòå åå, çíàÿ
çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé ñèñòåìû îò ýíåðãèè T (E).
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Äîìàøíåå çàäàíèå �7
Óñëîâèå ôèíèòíîñòè îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ. Çàâèñèìîñòü ïåðèîäà äâèæåíèÿ îò ýíåðãèè.

Âàðèàíò 14

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = 2(x−1)4ẋ2− (x−1)2(x−18). Íàéäèòå òî÷êè îñòàíîâêè ñèñòåìû,
åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 0, ẋ(0) = −3. Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ñèñòåìû.

2. Ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U(x) = 8x2−2x3 (êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà mẋ2/2). Èçîáðàçèòå
ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò. Íàéäèòå óñëîâèÿ ôèíèòíîñòè è êà÷åñòâåííî îïèøèòå âîçìîæíûå òèïû äâèæåíèÿ.

3. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = 1/ cos2 4x. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 2ẋ2/x − 2x − 8/x. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü ïåðèîäà ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ îò
ýíåðãèè ñèñòåìû.

5. Cèñòåìà, ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà êîòîðîé L = ẋ2 − x2, ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ýíåðãèåé E. Çàòåì ê ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿåòñÿ ìàëàÿ ïîïðàâêà δU = α(2x + x3). Â ðåçóëüòàòå ïåðèîä êîëåáàíèé ñèñòåìû ìåíÿåòñÿ.
Íàéäèòå ýòî èçìåíåíèå, ñ÷èòàÿ åãî ìàëûì. Êàêèì äîëæíî áûòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α, ÷òîáû íàéäåííîå èçìåíåíèå
äåéñòâèòåëüíî áûëî ìàëûì?

6.Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ2−U(x), ãäå U(x) = 4 sin(5x+1). Ñèñòåìà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ, åå ýíåðãèÿ
ðàâíà E = 4−ε, ãäå ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòè÷åñêîå
âûðàæåíèå äëÿ çàâèñèìîñòè ïåðèîäà êîëåáàíèé îò ε. Ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿþò ïîïðàâêó αU(x), ãäå
α ¿ 1 � åùå îäèí ìàëûé ïàðàìåòð. Íàéäèòå èçìåíåíèå ïåðèîäà êîëåáàíèé. Îáÿçàòåëüíî ëè îíî áóäåò ìàëûì?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîòåíöèàëå U(x) = 2x−8 cos x. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò.
Íàéäèòå ñïåêòð çíà÷åíèé ýíåðãèè, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî ôèíèòíîå äâèæåíèå. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ãðàôèê
çàâèñèìîñòè ïåðèîäà T îò ýíåðãèè E. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïåðèîäà, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæå-
íèå äëÿ T (E) âáëèçè ãðàíèö ëèíèé ñïåêòðà.

8. Ýâîëþöèÿ ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ïàðîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
{

ẋ = −2 + 3y − 3 cos x,
ẏ = 3 sinx.

Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò y(x). Óêàæèòå ôàçîâûå òðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ôèíèòíîìó äâè-
æåíèþ. Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé ìàëîé àìïëèòóäû.

9. ×àñòèöà ìàññîé m = 2, íàõîäÿùàÿñÿ âî âíåøíåì ïîëå, ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå ñ ïåðèîäîì
T (E) = 4. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè x < 0 ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà U(x < 0) = −2x. Íàéäèòå U(x) ïðè x > 0.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = ẋ2 cos 2x−U(x), ãäå U(x) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ. Íàéäèòå åå, çíàÿ
çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé ñèñòåìû îò ýíåðãèè T (E).
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Äîìàøíåå çàäàíèå �7
Óñëîâèå ôèíèòíîñòè îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ. Çàâèñèìîñòü ïåðèîäà äâèæåíèÿ îò ýíåðãèè.

Âàðèàíò 15

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = 2ẋ2−cosx. Íàéäèòå òî÷êè îñòàíîâêè ñèñòåìû, åñëè â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 4, ẋ(0) = −0.2. Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ñèñòåìû.

2. Ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U(x) = 3 cosx + 2 sinx (êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà mẋ2/2).
Èçîáðàçèòå ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò. Íàéäèòå óñëîâèÿ ôèíèòíîñòè è êà÷åñòâåííî îïèøèòå âîçìîæíûå òèïû
äâèæåíèÿ.

3. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = 4x + 6/x. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = sh2 x(4ẋ2 − 9). Íàéäèòå çàâèñèìîñòü ïåðèîäà ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ îò
ýíåðãèè ñèñòåìû.

5. Cèñòåìà, ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà êîòîðîé L = ẋ2 − x2, ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ýíåðãèåé E. Çàòåì ê ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿåòñÿ ìàëàÿ ïîïðàâêà δU = α

√
4− x2. Â ðåçóëüòàòå ïåðèîä êîëåáàíèé ñèñòåìû ìåíÿåòñÿ.

Íàéäèòå ýòî èçìåíåíèå, ñ÷èòàÿ åãî ìàëûì. Êàêèì äîëæíî áûòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α, ÷òîáû íàéäåííîå èçìåíåíèå
äåéñòâèòåëüíî áûëî ìàëûì?

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ2 − U(x), ãäå U(x) = e−2x − 3e−x − 1. Ñèñòåìà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ, åå
ýíåðãèÿ ðàâíà E = −1 − ε, ãäå ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò. Ïîëó÷èòå
àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ çàâèñèìîñòè ïåðèîäà êîëåáàíèé îò ε. Ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿþò ïî-
ïðàâêó αU(x), ãäå α ¿ 1 � åùå îäèí ìàëûé ïàðàìåòð. Íàéäèòå èçìåíåíèå ïåðèîäà êîëåáàíèé. Îáÿçàòåëüíî ëè îíî
áóäåò ìàëûì?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîòåíöèàëå U(x) = −x − 3 sin 2x. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé
ïîðòðåò. Íàéäèòå ñïåêòð çíà÷åíèé ýíåðãèè, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî ôèíèòíîå äâèæåíèå. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî
ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïåðèîäà T îò ýíåðãèè E. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïåðèîäà, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêîå
âûðàæåíèå äëÿ T (E) âáëèçè ãðàíèö ëèíèé ñïåêòðà.

8. Ýâîëþöèÿ ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ïàðîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
{

ẋ = 2− y − 3 cosx,
ẏ = 3 sinx.

Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò y(x). Óêàæèòå ôàçîâûå òðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ôèíèòíîìó äâè-
æåíèþ. Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé ìàëîé àìïëèòóäû.

9. ×àñòèöà ìàññîé m = 2, íàõîäÿùàÿñÿ âî âíåøíåì ïîëå, ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå ñ ïåðèîäîì
T (E) = 9E2. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè x < 0 ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà U(x < 0) = −2x. Íàéäèòå U(x) ïðè x > 0.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = 4ẋ2 cos 3x−U(x), ãäå U(x) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ. Íàéäèòå åå, çíàÿ
çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé ñèñòåìû îò ýíåðãèè T (E).
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Äîìàøíåå çàäàíèå �7
Óñëîâèå ôèíèòíîñòè îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ. Çàâèñèìîñòü ïåðèîäà äâèæåíèÿ îò ýíåðãèè.

Âàðèàíò 16

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = 2ẋ2+ctg x. Íàéäèòå òî÷êè îñòàíîâêè ñèñòåìû, åñëè â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè x(0) = −2, ẋ(0) = −4. Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ñèñòåìû.

2. Ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U(x) = 3x2+6x5 (êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà mẋ2/2). Èçîáðàçèòå
ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò. Íàéäèòå óñëîâèÿ ôèíèòíîñòè è êà÷åñòâåííî îïèøèòå âîçìîæíûå òèïû äâèæåíèÿ.

3. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = 1/ ch2 5x. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ2/x − 4x − 4/x. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü ïåðèîäà ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ îò
ýíåðãèè ñèñòåìû.

5. Cèñòåìà, ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà êîòîðîé L = ẋ2 − x2, ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ýíåðãèåé E. Çàòåì ê ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿåòñÿ ìàëàÿ ïîïðàâêà δU = α/(5x + 10). Â ðåçóëüòàòå ïåðèîä êîëåáàíèé ñèñòåìû ìåíÿåòñÿ.
Íàéäèòå ýòî èçìåíåíèå, ñ÷èòàÿ åãî ìàëûì. Êàêèì äîëæíî áûòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α, ÷òîáû íàéäåííîå èçìåíåíèå
äåéñòâèòåëüíî áûëî ìàëûì?

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ2 − U(x), ãäå U(x) = 6 th2(3x). Ñèñòåìà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ, åå ýíåðãèÿ
ðàâíà E = 6−ε, ãäå ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòè÷åñêîå
âûðàæåíèå äëÿ çàâèñèìîñòè ïåðèîäà êîëåáàíèé îò ε. Ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿþò ïîïðàâêó αU(x), ãäå
α ¿ 1 � åùå îäèí ìàëûé ïàðàìåòð. Íàéäèòå èçìåíåíèå ïåðèîäà êîëåáàíèé. Îáÿçàòåëüíî ëè îíî áóäåò ìàëûì?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîòåíöèàëå U(x) = −2x + 5 sinx. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé
ïîðòðåò. Íàéäèòå ñïåêòð çíà÷åíèé ýíåðãèè, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî ôèíèòíîå äâèæåíèå. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî
ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïåðèîäà T îò ýíåðãèè E. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïåðèîäà, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêîå
âûðàæåíèå äëÿ T (E) âáëèçè ãðàíèö ëèíèé ñïåêòðà.

8. Ýâîëþöèÿ ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ïàðîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
{

ẋ = −2 + 3y + sin x,
ẏ = cosx.

Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò y(x). Óêàæèòå ôàçîâûå òðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ôèíèòíîìó äâè-
æåíèþ. Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé ìàëîé àìïëèòóäû.

9. ×àñòèöà ìàññîé m = 2, íàõîäÿùàÿñÿ âî âíåøíåì ïîëå, ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå ñ ïåðèîäîì
T (E) = 8E

√
E. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè x < 0 ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà U(x < 0) = −2x. Íàéäèòå U(x) ïðè x > 0.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = 2x4ẋ2 − U(x), ãäå U(x) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ. Íàéäèòå åå, çíàÿ
çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé ñèñòåìû îò ýíåðãèè T (E).

16



Äîìàøíåå çàäàíèå �7
Óñëîâèå ôèíèòíîñòè îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ. Çàâèñèìîñòü ïåðèîäà äâèæåíèÿ îò ýíåðãèè.

Âàðèàíò 17

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = 3ẋ2 − 4/ sin2 x. Íàéäèòå òî÷êè îñòàíîâêè ñèñòåìû, åñëè â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = −5, ẋ(0) = −2. Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ñèñòåìû.

2. Ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U(x) = 5x2−5x4 (êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà mẋ2/2). Èçîáðàçèòå
ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò. Íàéäèòå óñëîâèÿ ôèíèòíîñòè è êà÷åñòâåííî îïèøèòå âîçìîæíûå òèïû äâèæåíèÿ.

3. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = 8x2 +8/x2. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 4x9ẋ2−x9. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü ïåðèîäà ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ îò ýíåðãèè
ñèñòåìû.

5. Cèñòåìà, ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà êîòîðîé L = ẋ2 − x2, ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ýíåðãèåé E. Çàòåì ê ïîòåíöèàëü-
íîé ýíåðãèè äîáàâëÿåòñÿ ìàëàÿ ïîïðàâêà δU = αx9. Â ðåçóëüòàòå ïåðèîä êîëåáàíèé ñèñòåìû ìåíÿåòñÿ. Íàéäèòå
ýòî èçìåíåíèå, ñ÷èòàÿ åãî ìàëûì. Êàêèì äîëæíî áûòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α, ÷òîáû íàéäåííîå èçìåíåíèå äåé-
ñòâèòåëüíî áûëî ìàëûì?

6.Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ2−U(x), ãäå U(x) = 3 cos(2x−4). Ñèñòåìà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ, åå ýíåðãèÿ
ðàâíà E = 3−ε, ãäå ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòè÷åñêîå
âûðàæåíèå äëÿ çàâèñèìîñòè ïåðèîäà êîëåáàíèé îò ε. Ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿþò ïîïðàâêó αU(x), ãäå
α ¿ 1 � åùå îäèí ìàëûé ïàðàìåòð. Íàéäèòå èçìåíåíèå ïåðèîäà êîëåáàíèé. Îáÿçàòåëüíî ëè îíî áóäåò ìàëûì?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîòåíöèàëå U(x) = −x+3 sinx. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò.
Íàéäèòå ñïåêòð çíà÷åíèé ýíåðãèè, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî ôèíèòíîå äâèæåíèå. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ãðàôèê
çàâèñèìîñòè ïåðèîäà T îò ýíåðãèè E. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïåðèîäà, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæå-
íèå äëÿ T (E) âáëèçè ãðàíèö ëèíèé ñïåêòðà.

8. Ýâîëþöèÿ ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ïàðîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
{

ẋ = −2 + 3y + cosx,
ẏ = sinx.

Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò y(x). Óêàæèòå ôàçîâûå òðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ôèíèòíîìó äâè-
æåíèþ. Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé ìàëîé àìïëèòóäû.

9. ×àñòèöà ìàññîé m = 2, íàõîäÿùàÿñÿ âî âíåøíåì ïîëå, ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå ñ ïåðèîäîì
T (E) = 9E. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè x < 0 ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà U(x < 0) = −2x. Íàéäèòå U(x) ïðè x > 0.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = x12ẋ2 − U(x), ãäå U(x) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ. Íàéäèòå åå, çíàÿ
çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé ñèñòåìû îò ýíåðãèè T (E).
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Äîìàøíåå çàäàíèå �7
Óñëîâèå ôèíèòíîñòè îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ. Çàâèñèìîñòü ïåðèîäà äâèæåíèÿ îò ýíåðãèè.

Âàðèàíò 18

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = xẋ2 − (x− 2)(x + 2). Íàéäèòå òî÷êè îñòàíîâêè ñèñòåìû, åñëè â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 1, ẋ(0) = −4. Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ñèñòåìû.

2. Ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U(x) = x2 +6x3 (êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà mẋ2/2). Èçîáðàçèòå
ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò. Íàéäèòå óñëîâèÿ ôèíèòíîñòè è êà÷åñòâåííî îïèøèòå âîçìîæíûå òèïû äâèæåíèÿ.

3. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = 6x6. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå ïåðèîä
äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû.

4.Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 4e−x(ẋ2−1). Íàéäèòå çàâèñèìîñòü ïåðèîäà ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ îò ýíåðãèè
ñèñòåìû.

5. Cèñòåìà, ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà êîòîðîé L = ẋ2 − x2, ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ýíåðãèåé E. Çàòåì ê ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿåòñÿ ìàëàÿ ïîïðàâêà δU = α(2x− 5x3). Â ðåçóëüòàòå ïåðèîä êîëåáàíèé ñèñòåìû ìåíÿåòñÿ.
Íàéäèòå ýòî èçìåíåíèå, ñ÷èòàÿ åãî ìàëûì. Êàêèì äîëæíî áûòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α, ÷òîáû íàéäåííîå èçìåíåíèå
äåéñòâèòåëüíî áûëî ìàëûì?

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ2 − U(x), ãäå U(x) = e−4x − 2e−2x + 6. Ñèñòåìà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ, åå
ýíåðãèÿ ðàâíà E = 6−ε, ãäå ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò. Ïîëó÷èòå àñèìï-
òîòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ çàâèñèìîñòè ïåðèîäà êîëåáàíèé îò ε. Ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿþò ïîïðàâêó
αU(x), ãäå α ¿ 1 � åùå îäèí ìàëûé ïàðàìåòð. Íàéäèòå èçìåíåíèå ïåðèîäà êîëåáàíèé. Îáÿçàòåëüíî ëè îíî áóäåò
ìàëûì?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîòåíöèàëå U(x) = 2x + 6 sin2 x. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé
ïîðòðåò. Íàéäèòå ñïåêòð çíà÷åíèé ýíåðãèè, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî ôèíèòíîå äâèæåíèå. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî
ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïåðèîäà T îò ýíåðãèè E. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïåðèîäà, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêîå
âûðàæåíèå äëÿ T (E) âáëèçè ãðàíèö ëèíèé ñïåêòðà.

8. Ýâîëþöèÿ ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ïàðîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
{

ẋ = 2− y − 4 cosx,
ẏ = 4 sinx.

Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò y(x). Óêàæèòå ôàçîâûå òðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ôèíèòíîìó äâè-
æåíèþ. Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé ìàëîé àìïëèòóäû.

9. ×àñòèöà ìàññîé m = 2, íàõîäÿùàÿñÿ âî âíåøíåì ïîëå, ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå ñ ïåðèîäîì
T (E) =

√
2E. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè x < 0 ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà U(x < 0) = −2x. Íàéäèòå U(x) ïðè x > 0.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = (x2 +3)ẋ2−U(x), ãäå U(x) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ. Íàéäèòå åå, çíàÿ
çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé ñèñòåìû îò ýíåðãèè T (E).
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Äîìàøíåå çàäàíèå �7
Óñëîâèå ôèíèòíîñòè îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ. Çàâèñèìîñòü ïåðèîäà äâèæåíèÿ îò ýíåðãèè.

Âàðèàíò 19

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = 4ẋ2 + (x + 1)(x − 2)(2x − 9)(32 − x). Íàéäèòå òî÷êè îñòàíîâêè
ñèñòåìû, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 0, ẋ(0) = −12. Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ñèñòåìû.

2. Ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U(x) = −7 sin(3x + 5) (êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà mẋ2/2). Èçîá-
ðàçèòå ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò. Íàéäèòå óñëîâèÿ ôèíèòíîñòè è êà÷åñòâåííî îïèøèòå âîçìîæíûå òèïû
äâèæåíèÿ.

3. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = 1/ sin2 6x. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ2/x − 9x − 1/x. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü ïåðèîäà ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ îò
ýíåðãèè ñèñòåìû.

5. Cèñòåìà, ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà êîòîðîé L = ẋ2 − x2, ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ýíåðãèåé E. Çàòåì ê ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿåòñÿ ìàëàÿ ïîïðàâêà δU = α

√
9− 4x2. Â ðåçóëüòàòå ïåðèîä êîëåáàíèé ñèñòåìû ìåíÿåòñÿ.

Íàéäèòå ýòî èçìåíåíèå, ñ÷èòàÿ åãî ìàëûì. Êàêèì äîëæíî áûòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α, ÷òîáû íàéäåííîå èçìåíåíèå
äåéñòâèòåëüíî áûëî ìàëûì?

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ2 − U(x), ãäå U(x) = 4 th2(3x). Ñèñòåìà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ, åå ýíåðãèÿ
ðàâíà E = 4−ε, ãäå ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòè÷åñêîå
âûðàæåíèå äëÿ çàâèñèìîñòè ïåðèîäà êîëåáàíèé îò ε. Ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿþò ïîïðàâêó αU(x), ãäå
α ¿ 1 � åùå îäèí ìàëûé ïàðàìåòð. Íàéäèòå èçìåíåíèå ïåðèîäà êîëåáàíèé. Îáÿçàòåëüíî ëè îíî áóäåò ìàëûì?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîòåíöèàëå U(x) = x+3 cos2 x. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò.
Íàéäèòå ñïåêòð çíà÷åíèé ýíåðãèè, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî ôèíèòíîå äâèæåíèå. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ãðàôèê
çàâèñèìîñòè ïåðèîäà T îò ýíåðãèè E. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïåðèîäà, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæå-
íèå äëÿ T (E) âáëèçè ãðàíèö ëèíèé ñïåêòðà.

8. Ýâîëþöèÿ ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ïàðîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
{

ẋ = 4 + 3y + 2 cosx,
ẏ = 2 sinx.

Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò y(x). Óêàæèòå ôàçîâûå òðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ôèíèòíîìó äâè-
æåíèþ. Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé ìàëîé àìïëèòóäû.

9. ×àñòèöà ìàññîé m = 2, íàõîäÿùàÿñÿ âî âíåøíåì ïîëå, ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå ñ ïåðèîäîì
T (E) = 10. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè x < 0 ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà U(x < 0) = −2x. Íàéäèòå U(x) ïðè x > 0.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = 2ẋ2 cos 4x−U(x), ãäå U(x) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ. Íàéäèòå åå, çíàÿ
çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé ñèñòåìû îò ýíåðãèè T (E).

19



Äîìàøíåå çàäàíèå �7
Óñëîâèå ôèíèòíîñòè îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ. Çàâèñèìîñòü ïåðèîäà äâèæåíèÿ îò ýíåðãèè.

Âàðèàíò 20

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = 2(x2 +x4 +4)ẋ2− (x− 3)(x− 4)(x− 6). Íàéäèòå òî÷êè îñòàíîâêè
ñèñòåìû, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 0, ẋ(0) = −3. Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ñèñòåìû.

2. Ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U(x) = 2x2−10x5 (êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà mẋ2/2). Èçîáðàçèòå
ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò. Íàéäèòå óñëîâèÿ ôèíèòíîñòè è êà÷åñòâåííî îïèøèòå âîçìîæíûå òèïû äâèæåíèÿ.

3. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = 1/ sh2 4x. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 8xẋ2 − 2x − 2x2. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü ïåðèîäà ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ îò
ýíåðãèè ñèñòåìû.

5. Cèñòåìà, ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà êîòîðîé L = ẋ2 − x2, ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ýíåðãèåé E. Çàòåì ê ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿåòñÿ ìàëàÿ ïîïðàâêà δU = α/(3x + 1). Â ðåçóëüòàòå ïåðèîä êîëåáàíèé ñèñòåìû ìåíÿåòñÿ.
Íàéäèòå ýòî èçìåíåíèå, ñ÷èòàÿ åãî ìàëûì. Êàêèì äîëæíî áûòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α, ÷òîáû íàéäåííîå èçìåíåíèå
äåéñòâèòåëüíî áûëî ìàëûì?

6.Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ2−U(x), ãäå U(x) = 5 sin(3x+1). Ñèñòåìà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ, åå ýíåðãèÿ
ðàâíà E = 5−ε, ãäå ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòè÷åñêîå
âûðàæåíèå äëÿ çàâèñèìîñòè ïåðèîäà êîëåáàíèé îò ε. Ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿþò ïîïðàâêó αU(x), ãäå
α ¿ 1 � åùå îäèí ìàëûé ïàðàìåòð. Íàéäèòå èçìåíåíèå ïåðèîäà êîëåáàíèé. Îáÿçàòåëüíî ëè îíî áóäåò ìàëûì?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîòåíöèàëå U(x) = −x + 3 sin2 x. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé
ïîðòðåò. Íàéäèòå ñïåêòð çíà÷åíèé ýíåðãèè, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî ôèíèòíîå äâèæåíèå. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî
ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïåðèîäà T îò ýíåðãèè E. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïåðèîäà, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêîå
âûðàæåíèå äëÿ T (E) âáëèçè ãðàíèö ëèíèé ñïåêòðà.

8. Ýâîëþöèÿ ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ïàðîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
{

ẋ = 1 + 5y − cosx,
ẏ = sin x.

Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò y(x). Óêàæèòå ôàçîâûå òðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ôèíèòíîìó äâè-
æåíèþ. Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé ìàëîé àìïëèòóäû.

9. ×àñòèöà ìàññîé m = 2, íàõîäÿùàÿñÿ âî âíåøíåì ïîëå, ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå ñ ïåðèîäîì
T (E) =

√
3E. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè x < 0 ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà U(x < 0) = −2x. Íàéäèòå U(x) ïðè x > 0.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = 4ẋ2 cos2 x−U(x), ãäå U(x) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ. Íàéäèòå åå, çíàÿ
çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé ñèñòåìû îò ýíåðãèè T (E).

20



Äîìàøíåå çàäàíèå �7
Óñëîâèå ôèíèòíîñòè îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ. Çàâèñèìîñòü ïåðèîäà äâèæåíèÿ îò ýíåðãèè.

Âàðèàíò 21

1.Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = 7ẋ2−2 sinx. Íàéäèòå òî÷êè îñòàíîâêè ñèñòåìû, åñëè â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè x(0) = −3, ẋ(0) = 0.1. Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ñèñòåìû.

2. Ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U(x) = 6x2−2x4 (êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà mẋ2/2). Èçîáðàçèòå
ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò. Íàéäèòå óñëîâèÿ ôèíèòíîñòè è êà÷åñòâåííî îïèøèòå âîçìîæíûå òèïû äâèæåíèÿ.

3. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = −x− 6/x. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 4 ch2(2x)(4ẋ2 − 1). Íàéäèòå çàâèñèìîñòü ïåðèîäà ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ îò
ýíåðãèè ñèñòåìû.

5. Cèñòåìà, ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà êîòîðîé L = ẋ2 − x2, ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ýíåðãèåé E. Çàòåì ê ïîòåíöèàëü-
íîé ýíåðãèè äîáàâëÿåòñÿ ìàëàÿ ïîïðàâêà δU = αx4. Â ðåçóëüòàòå ïåðèîä êîëåáàíèé ñèñòåìû ìåíÿåòñÿ. Íàéäèòå
ýòî èçìåíåíèå, ñ÷èòàÿ åãî ìàëûì. Êàêèì äîëæíî áûòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α, ÷òîáû íàéäåííîå èçìåíåíèå äåé-
ñòâèòåëüíî áûëî ìàëûì?

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ2 − U(x), ãäå U(x) = e−8x − 3e−4x + 1. Ñèñòåìà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ, åå
ýíåðãèÿ ðàâíà E = 1−ε, ãäå ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò. Ïîëó÷èòå àñèìï-
òîòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ çàâèñèìîñòè ïåðèîäà êîëåáàíèé îò ε. Ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿþò ïîïðàâêó
αU(x), ãäå α ¿ 1 � åùå îäèí ìàëûé ïàðàìåòð. Íàéäèòå èçìåíåíèå ïåðèîäà êîëåáàíèé. Îáÿçàòåëüíî ëè îíî áóäåò
ìàëûì?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîòåíöèàëå U(x) = −x + 4 cos2 x. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé
ïîðòðåò. Íàéäèòå ñïåêòð çíà÷åíèé ýíåðãèè, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî ôèíèòíîå äâèæåíèå. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî
ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïåðèîäà T îò ýíåðãèè E. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïåðèîäà, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêîå
âûðàæåíèå äëÿ T (E) âáëèçè ãðàíèö ëèíèé ñïåêòðà.

8. Ýâîëþöèÿ ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ïàðîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
{

ẋ = 2− y − 4 cosx,
ẏ = 4 sinx.

Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò y(x). Óêàæèòå ôàçîâûå òðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ôèíèòíîìó äâè-
æåíèþ. Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé ìàëîé àìïëèòóäû.

9. ×àñòèöà ìàññîé m = 2, íàõîäÿùàÿñÿ âî âíåøíåì ïîëå, ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå ñ ïåðèîäîì
T (E) = E

√
2E. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè x < 0 ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà U(x < 0) = −2x. Íàéäèòå U(x) ïðè x > 0.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = 5ẋ2 sin2 x−U(x), ãäå U(x) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ. Íàéäèòå åå, çíàÿ
çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé ñèñòåìû îò ýíåðãèè T (E).
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1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = ẋ2−7 tg x. Íàéäèòå òî÷êè îñòàíîâêè ñèñòåìû, åñëè â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 7, ẋ(0) = −3. Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ñèñòåìû.

2. Ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U(x) = 2x2−8x3 (êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà mẋ2/2). Èçîáðàçèòå
ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò. Íàéäèòå óñëîâèÿ ôèíèòíîñòè è êà÷åñòâåííî îïèøèòå âîçìîæíûå òèïû äâèæåíèÿ.

3. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = 3x2− 3/x2. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 9x5ẋ2−x3. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü ïåðèîäà ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ îò ýíåðãèè
ñèñòåìû.

5. Cèñòåìà, ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà êîòîðîé L = ẋ2 − x2, ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ýíåðãèåé E. Çàòåì ê ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿåòñÿ ìàëàÿ ïîïðàâêà δU = α(x− 3x3). Â ðåçóëüòàòå ïåðèîä êîëåáàíèé ñèñòåìû ìåíÿåòñÿ.
Íàéäèòå ýòî èçìåíåíèå, ñ÷èòàÿ åãî ìàëûì. Êàêèì äîëæíî áûòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α, ÷òîáû íàéäåííîå èçìåíåíèå
äåéñòâèòåëüíî áûëî ìàëûì?

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ2 − U(x), ãäå U(x) = th2(7x). Ñèñòåìà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ, åå ýíåðãèÿ
ðàâíà E = 1−ε, ãäå ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòè÷åñêîå
âûðàæåíèå äëÿ çàâèñèìîñòè ïåðèîäà êîëåáàíèé îò ε. Ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿþò ïîïðàâêó αU(x), ãäå
α ¿ 1 � åùå îäèí ìàëûé ïàðàìåòð. Íàéäèòå èçìåíåíèå ïåðèîäà êîëåáàíèé. Îáÿçàòåëüíî ëè îíî áóäåò ìàëûì?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîòåíöèàëå U(x) = 2x − 6 sin2 x. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé
ïîðòðåò. Íàéäèòå ñïåêòð çíà÷åíèé ýíåðãèè, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî ôèíèòíîå äâèæåíèå. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî
ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïåðèîäà T îò ýíåðãèè E. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïåðèîäà, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêîå
âûðàæåíèå äëÿ T (E) âáëèçè ãðàíèö ëèíèé ñïåêòðà.

8. Ýâîëþöèÿ ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ïàðîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
{

ẋ = 2− y − cosx,
ẏ = − sinx.

Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò y(x). Óêàæèòå ôàçîâûå òðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ôèíèòíîìó äâè-
æåíèþ. Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé ìàëîé àìïëèòóäû.

9. ×àñòèöà ìàññîé m = 2, íàõîäÿùàÿñÿ âî âíåøíåì ïîëå, ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå ñ ïåðèîäîì
T (E) = 3E2. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè x < 0 ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà U(x < 0) = −2x. Íàéäèòå U(x) ïðè x > 0.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = 2x6ẋ2 − U(x), ãäå U(x) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ. Íàéäèòå åå, çíàÿ
çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé ñèñòåìû îò ýíåðãèè T (E).
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1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = ẋ2−5/ cos2 x. Íàéäèòå òî÷êè îñòàíîâêè ñèñòåìû, åñëè â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 4, ẋ(0) = −1. Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ñèñòåìû.

2. Ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U(x) = 3 cos(−4x − 3) (êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà mẋ2/2).
Èçîáðàçèòå ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò. Íàéäèòå óñëîâèÿ ôèíèòíîñòè è êà÷åñòâåííî îïèøèòå âîçìîæíûå òèïû
äâèæåíèÿ.

3. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = 10x12. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = e−3x(4ẋ2 − 1). Íàéäèòå çàâèñèìîñòü ïåðèîäà ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ îò
ýíåðãèè ñèñòåìû.

5. Cèñòåìà, ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà êîòîðîé L = ẋ2 − x2, ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ýíåðãèåé E. Çàòåì ê ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿåòñÿ ìàëàÿ ïîïðàâêà δU = α

√
16− 4x2. Â ðåçóëüòàòå ïåðèîä êîëåáàíèé ñèñòåìû ìåíÿåòñÿ.

Íàéäèòå ýòî èçìåíåíèå, ñ÷èòàÿ åãî ìàëûì. Êàêèì äîëæíî áûòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α, ÷òîáû íàéäåííîå èçìåíåíèå
äåéñòâèòåëüíî áûëî ìàëûì?

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ2−U(x), ãäå U(x) = sin(x− 7). Ñèñòåìà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ, åå ýíåðãèÿ
ðàâíà E = 1−ε, ãäå ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòè÷åñêîå
âûðàæåíèå äëÿ çàâèñèìîñòè ïåðèîäà êîëåáàíèé îò ε. Ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿþò ïîïðàâêó αU(x), ãäå
α ¿ 1 � åùå îäèí ìàëûé ïàðàìåòð. Íàéäèòå èçìåíåíèå ïåðèîäà êîëåáàíèé. Îáÿçàòåëüíî ëè îíî áóäåò ìàëûì?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîòåíöèàëå U(x) = −2x + 8 sin2 2x. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé
ïîðòðåò. Íàéäèòå ñïåêòð çíà÷åíèé ýíåðãèè, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî ôèíèòíîå äâèæåíèå. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî
ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïåðèîäà T îò ýíåðãèè E. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïåðèîäà, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêîå
âûðàæåíèå äëÿ T (E) âáëèçè ãðàíèö ëèíèé ñïåêòðà.

8. Ýâîëþöèÿ ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ïàðîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
{

ẋ = −2 + 3y − sinx,
ẏ = cosx.

Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò y(x). Óêàæèòå ôàçîâûå òðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ôèíèòíîìó äâè-
æåíèþ. Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé ìàëîé àìïëèòóäû.

9. ×àñòèöà ìàññîé m = 2, íàõîäÿùàÿñÿ âî âíåøíåì ïîëå, ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå ñ ïåðèîäîì
T (E) = 6. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè x < 0 ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà U(x < 0) = −2x. Íàéäèòå U(x) ïðè x > 0.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = 4x10ẋ2 − U(x), ãäå U(x) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ. Íàéäèòå åå, çíàÿ
çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé ñèñòåìû îò ýíåðãèè T (E).
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1.Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = xẋ2−4x2+1. Íàéäèòå òî÷êè îñòàíîâêè ñèñòåìû, åñëè â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 1, ẋ(0) = −3. Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ñèñòåìû.

2. Ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U(x) = 10x2−x5 (êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà mẋ2/2). Èçîáðàçèòå
ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò. Íàéäèòå óñëîâèÿ ôèíèòíîñòè è êà÷åñòâåííî îïèøèòå âîçìîæíûå òèïû äâèæåíèÿ.

3. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = ctg2 8x. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ2/x − 8x − 16/x. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü ïåðèîäà ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ îò
ýíåðãèè ñèñòåìû.

5. Cèñòåìà, ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà êîòîðîé L = ẋ2 − x2, ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ýíåðãèåé E. Çàòåì ê ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿåòñÿ ìàëàÿ ïîïðàâêà δU = α/(7x− 1). Â ðåçóëüòàòå ïåðèîä êîëåáàíèé ñèñòåìû ìåíÿåòñÿ.
Íàéäèòå ýòî èçìåíåíèå, ñ÷èòàÿ åãî ìàëûì. Êàêèì äîëæíî áûòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α, ÷òîáû íàéäåííîå èçìåíåíèå
äåéñòâèòåëüíî áûëî ìàëûì?

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ2 − U(x), ãäå U(x) = e−2x − 4e−x − 4. Ñèñòåìà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ, åå
ýíåðãèÿ ðàâíà E = −4 − ε, ãäå ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò. Ïîëó÷èòå
àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ çàâèñèìîñòè ïåðèîäà êîëåáàíèé îò ε. Ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿþò ïî-
ïðàâêó αU(x), ãäå α ¿ 1 � åùå îäèí ìàëûé ïàðàìåòð. Íàéäèòå èçìåíåíèå ïåðèîäà êîëåáàíèé. Îáÿçàòåëüíî ëè îíî
áóäåò ìàëûì?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîòåíöèàëå U(x) = −x + 3 cos2 x. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé
ïîðòðåò. Íàéäèòå ñïåêòð çíà÷åíèé ýíåðãèè, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî ôèíèòíîå äâèæåíèå. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî
ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïåðèîäà T îò ýíåðãèè E. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïåðèîäà, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêîå
âûðàæåíèå äëÿ T (E) âáëèçè ãðàíèö ëèíèé ñïåêòðà.

8. Ýâîëþöèÿ ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ïàðîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
{

ẋ = 1 + y + cosx,
ẏ = sin x.

Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò y(x). Óêàæèòå ôàçîâûå òðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ôèíèòíîìó äâè-
æåíèþ. Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé ìàëîé àìïëèòóäû.

9. ×àñòèöà ìàññîé m = 2, íàõîäÿùàÿñÿ âî âíåøíåì ïîëå, ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå ñ ïåðèîäîì
T (E) = 2

√
2E. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè x < 0 ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà U(x < 0) = −2x. Íàéäèòå U(x) ïðè x > 0.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = (1 + |x|)ẋ2 − U(x), ãäå U(x) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ. Íàéäèòå åå,
çíàÿ çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé ñèñòåìû îò ýíåðãèè T (E).
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Äîìàøíåå çàäàíèå �7
Óñëîâèå ôèíèòíîñòè îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ. Çàâèñèìîñòü ïåðèîäà äâèæåíèÿ îò ýíåðãèè.

Âàðèàíò 25

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = (x−1)2ẋ2−2(x+1)(x−2)(2x−9)(x−4). Íàéäèòå òî÷êè îñòàíîâêè
ñèñòåìû, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 0, ẋ(0) = −12. Îïèøèòå êà÷åñòâåííî äâèæåíèå ñèñòåìû.

2. Ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U(x) = 7x2−21x4 (êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà mẋ2/2). Èçîáðàçèòå
ñõåìàòè÷åñêè ôàçîâûé ïîðòðåò. Íàéäèòå óñëîâèÿ ôèíèòíîñòè è êà÷åñòâåííî îïèøèòå âîçìîæíûå òèïû äâèæåíèÿ.

3. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = 1/ sh2 8x. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 4xẋ2 − x − x2. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü ïåðèîäà ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ îò
ýíåðãèè ñèñòåìû.

5. Cèñòåìà, ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà êîòîðîé L = ẋ2 − x2, ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ýíåðãèåé E. Çàòåì ê ïîòåíöèàëü-
íîé ýíåðãèè äîáàâëÿåòñÿ ìàëàÿ ïîïðàâêà δU = αx3. Â ðåçóëüòàòå ïåðèîä êîëåáàíèé ñèñòåìû ìåíÿåòñÿ. Íàéäèòå
ýòî èçìåíåíèå, ñ÷èòàÿ åãî ìàëûì. Êàêèì äîëæíî áûòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α, ÷òîáû íàéäåííîå èçìåíåíèå äåé-
ñòâèòåëüíî áûëî ìàëûì?

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ2 − U(x), ãäå U(x) = 2 th2 x. Ñèñòåìà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ, åå ýíåðãèÿ
ðàâíà E = 2−ε, ãäå ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò. Ïîëó÷èòå àñèìïòîòè÷åñêîå
âûðàæåíèå äëÿ çàâèñèìîñòè ïåðèîäà êîëåáàíèé îò ε. Ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äîáàâëÿþò ïîïðàâêó αU(x), ãäå
α ¿ 1 � åùå îäèí ìàëûé ïàðàìåòð. Íàéäèòå èçìåíåíèå ïåðèîäà êîëåáàíèé. Îáÿçàòåëüíî ëè îíî áóäåò ìàëûì?

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîòåíöèàëå U(x) = −2x − 6 sin2 x. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé
ïîðòðåò. Íàéäèòå ñïåêòð çíà÷åíèé ýíåðãèè, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî ôèíèòíîå äâèæåíèå. Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî
ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïåðèîäà T îò ýíåðãèè E. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïåðèîäà, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêîå
âûðàæåíèå äëÿ T (E) âáëèçè ãðàíèö ëèíèé ñïåêòðà.

8. Ýâîëþöèÿ ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ïàðîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
{

ẋ = −2 + 3y − 2 cos x,
ẏ = −2 sin x.

Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî ôàçîâûé ïîðòðåò y(x). Óêàæèòå ôàçîâûå òðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ôèíèòíîìó äâè-
æåíèþ. Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé ìàëîé àìïëèòóäû.

9. ×àñòèöà ìàññîé m = 2, íàõîäÿùàÿñÿ âî âíåøíåì ïîëå, ñîâåðøàåò ôèíèòíîå äâèæåíèå ñ ïåðèîäîì
T (E) = 5E. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè x < 0 ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà U(x < 0) = −2x. Íàéäèòå U(x) ïðè x > 0.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä L = |x|3ẋ2 − U(x), ãäå U(x) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ. Íàéäèòå åå, çíàÿ
çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé ñèñòåìû îò ýíåðãèè T (E).
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